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La connexion et la courbure de Chern 
du fibre tangent d'une variete presque 

complexe 

Nefton Pali 

Resume.-Sur une variete presque complexe (X, J) l'operateur d d induit une connexion de type 
(0, 1) sur le fibre des (p, 0)-formes. Dans le cas d'une structure presque complexe integrable cette 
connexion induit la structure holomorphe canonique du fibre des (p, 0)-formes. En considerant 
le cas p = 1 on peut etendre la connexion correspondante a toutes les puissances de Schur du 
fibre des (1, 0)-formes. En utilisant 1'isomorphisme C-lineaire entre le fibre des (l,0)-formes et 
le fibre cotangent complexe T£ j on deduit aussi des connexions canoniques de type (0, 1) sur 
les puissances de Schur du fibre cotangent complexe T£ j. 

Dans le cas complexe integrable ces connexions donnent les structures holomorphes canoniques 
de ces fibres. Dans le cas presque complexe non integrable les connexions en question donnent 
seulement les structures holomorphes canoniques sur les restrictions des fibres correspondants 
\ aux images des courbes J-holomorphes lisses. 

Nous introduisons la notion de courbure de Chern pour ces fibres, notion dont le sens geometrique 
est la generalisation naturelle de la notion classique de courbure de Chern pour les fibres holo- 
morphes sur une variete complexe. 
Nous portons un interet particulier au cas du fibre tangent en vue des applications concernant la 
regularisation des fonctions J-plurisousharmoniques a l'aide du not geodesique d'une connexion 
\ de Chern sur le fibre tangent (voir |Palj ). Cette methode a ete deja utilisee par Demailly |Dem-2j 

O dans le cas complexe integrable. 

Nous montrons une formule explicite qui relie la connexion de Chern du fibre tangent avec la 
connexion de Levi-Civita a l'aide des obstructions geometriques derivant de la torsion de la 
structure presque complexe et du defaut de la metrique a etre symplectique. En particulier nous 
■ donnons une formule explicite qui permet de relier la torsion de la connexion de Chern du fibre 

tangent avec les obstructions precedentes. Une formule qui relie les deux connexions precedentes 
peut etre aussi trouvee dans Particle de Gauduchon |Gauj . L'utilite de la connexion de Chern 
dans le probleme de regularisation des fonctions J-plurisousharmoniques derive du fait que son 
expression locale par rapport a des reperes du fibre des (1, 0)-vecteurs tangents est la plus simple 
possible parmi les connexions hermitiennes. 

Ensuite nous introduisons la notion de coordonnees presque complexes au voisinage d'un point. 
Cette notion nous permet d'etudier la facon dont la torsion de la structure presque complexe et 
le caractere non symplectique de la metrique se traduisent en une obstruction a l'existence de 
coordonnees geodesiques complexes, qui n'existent que dans le cas Kahlerien. Cette etude est 
necessaire pour le calcul asymptotique du not geodesique induit par une connexion de Chern sur 
le fibre tangent. 

Abstract .-The 3, operator over an almost complex manifold induces canonical connections 
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of type (0, 1) over the bundles of (p, 0)-forms. If the almost complex structure is integrable then 
the previous connections induce the canonical holomorphic structures of the bundles of (p, 0)- 
forms. For p = 1 we can extend the corresponding connection to all Schur powers of the bundle 
of (l,0)-forms. Moreover using the canonical C-linear isomorphism betwen the bundle of (1,0)- 
forms and the complex cotangent bundle T x j we deduce canonical connections of type (0, 1) 
over the Schur powers of the complex cotangent bundle T x j. If the almost complex structure is 
integrable then the previous (0, l)-connections induces the canonical holomorphic structures of 
those bundles. In the non integrable case those (0, l)-connections induces just the holomorphic 
canonical structures of the restrictions of the corresponding bundles to the images of smooth 
J-holomorphic curves. We introduce the notion of Chern curvature for those bundles. The ge- 
ometrical meaning of this notion is a natural generalisation of the classical notion of Chern 
curvature for the holomophic vector bundles over a complex manifold. We have a particular in- 
terest for the case of the tangent bundle in view of applications concerning the regularisation of 
J-plurisubharmonic fonctions by means of the geodesic flow induced by a Chern connection on 
the tangent bundle. This method has been used by Demailly |Dem-2j in the complex integrable 
case. Our specific study in the case of the tangent bundle gives an asymptotic expanson of the 
Chern flow which relates in a optimal way the geometric obstructions caused by the torsion of 
the almost complex structure, and the non symplectic nature of the metric. 

1 Connexions sur les faisceaux de modules de fonctions C°° au 
dessus des varietes presque complexes 

Soit (X, J) une variete presque complexe de classe C°° et de dimension reelle 2n. On designe 
par Ex = £x(R) le faisceau des fonctions C°° a valeurs reelles, par ir 1 ^ : Tx <S>„ C — ► T x °j la 
projection sur le fibre des (1, 0)-vecteurs tangents et par vr^ 1 celle sur le fibre des (0, l)-vecteurs 
tangents. On designe par Tx, j le fibre tangent dont les fibres sont munies de la structure complexe 
donnee par J et par 

£g« = £(X P /T X ), A p s ' q T x := A^T^T ® c A«(T^)* 

le faisceau des (p, g)-formes par rapport a la structure presque complexe J. On rappelle que sur 
une variete presque complexe la differentielle se decompose sous la forme 

d = d J + a J -e J -S J , 

ou pour toute fc-forme complexe u> G £{A^(Tx ® K C)*)(Z7) au dessus d'un ouvert U et tout 
champ de vecteurs complexes £o, •■•,6c £ £(Tx ® R C)(i7) on a les expressions suivantes : 

5 jW (eo,-,a):= E (-l)^ 1,0 -^(6,-,S,-,^)+ 
0<j<fc 

0<j<l<k 

0<j<k 

0<j<l<k 
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jW (&,...,&):=- E (-i^a^'^r^o, ...,§, ...,&) 

0<j<Z<fc 

^Xe ,...,6) :=- E (-i^a^.^i^.eo, -,6, ...,e*) 

o<i<z<fc 

avec £ ' := 7iy (£), [•, •] ' := 7r* ' [-, •] et de facon analogue pour les indices (0, 1). Les bidegres 
des operateurs dj, dj, 6j et Q 3 sont respectivement (1,0), (0,1), (2,-1) et (—1,2). En effet 
si u £ £% q (U) est une (p, q) -forme alors les (p + q + l)-formes djUJ, djto, OjUJ, 8jU> sont nulles 
en restriction aux fibres A r j s Tx, r + s = p + q + 1 respectivement aux bidegres (r, s) 7^ (p + 
l,?), (r, s) 7^ (p, g+l), (r, s) 7^ (p+2,q— 1), (r, s) 7^ (p— l,p+2). On deduit alors que l'operateur 
T = dj, 8 j , 6 j ou 0, verifie la regie de Leibnitz 

T(u A v) = Tu A v + (-l) dcg \ A Tv. 

On a aussi les formules (dj u) = dj u, (0j u) = 9j u. 

Definition 1.1 On designe par r 3 G £ (A 2 j°T x <8) c X^-'j)(X) /e tenseur de la torsion de la 
structure presque complexe definie par la formule Tj{£,7f) := [£ 1,0 , 77 '°]°' pemr £ou£ £, 77 G 
£(Tx <S> M C)(J7), oil U C X designe un ouvert quelconque. Le tenseur de la structure presque 
complexe est dit integrable si r 7 =0. 

On remarque que Tj = si et seulement si 6 3 = 0, si et seulement si d = d 7 + d 3 . 

Note au lecteur. Le C-isomorphisme canonique Tx,j, x —> T x ' ° Jx implique le C-isomorphisme 
kP ,' qT *x, x ®c T x,J,x -> kP j' q T XtX ® c T x fi Jx , a i-> u. Pour tout vecteur reel £ G A^T*,* on a 
l'egalite a(£) = u(£) + u(£). en effet soit (Cfc)fc C (^xji)*" un re P ere complexe de T x ° Jx . Alors 
(vk)k C (Ix,,^)®™, Ufc = Cfc + Cfc est un repere complexe de Tx t j, x - La forme a s'ecrit alors sous la 
forme a = £ fc a k®jVk, a G A^ q T* Xx etu = J2 k a k®(k- Pour tout element f G AP+<?(T X ® R C) 
on a par definition 

a(0 = E ak ^ x J Vfc = E MOCk + "(60- 

fe k 

Si £ G A p+q Tx, x C AP +9 (rx,a; £5> R C) on a l'egalite voulue. Nous considerons l'espace vectoriel 
R p f(T x , x ® B C):={u + «|u€ APfT X)X ® c J 

avec la structure de produit x } definie par la formule c x 3 (u + u) := cu + cu, c G C. Le fait 
qu'une forme C-lineaire sur le complexifie Tx >x ® a C de l'espace tangent Tx,x s °it determinee 
de fagon univoque a partir de sa restriction a Tx, x nous suggere qu'il est tres naturel de con- 
siderer le C-isomorphisme A p j q T x x (8> c Tx,J,x R p / q (Tx,x ® R C), a 1— > n + u. Dans la suite on 
identifiera done les elements de l'espace vectoriel A p,q T x x ® c Tx,j, x avec les elements du type 

u + n, u G A^ ,9 !Z^- a , <8> c T x ° Jx . L'utilite d'un tel formalisme sera clarifie dans la suite. □ 

On definit le tenseur de Nijenhuis 

N J eS(A°/ l T$® c Tx,j)(X) 

par la formule N a := r a + f a . Bien evidemment N d = si et seulement si Tj = 0. II est 
elementaire de verifier l'identite : 

4^(e, 11) = % rj\ + h + r?] - [jc, J77] 
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pour tout champ de vecteurs complexes £, r\ G £ (Tx ® B C)(X). On rappelle le celebre theoreme 
de Newlander-Nirenberg (voir |Wej . |Horj . |Dem-lj . chapitre VIII, |Ma,lj . |Nij-Woo1 et |New-Nir] ). 

Theoreme 1.2 (Newlander-Nirenberg). Soit (X,J) une variete presque complexe. L'exis- 
tence d'une structure holomorphe Ox sur la variete X telle que la structure presque complexe 
associee Jq x s °tt sgale a J est equivalente a I'integrabilite de la structure presque complexe J. 

On considere les definitions suivantes. 

Definition 1.3 Soient (X,Ji) et (Y, J2) deux varietes presque complexes et f : X — > Y une 
application differentiable. L'application f est dite (Ji, J2) -holomorphe si sa differentielle verifie 
la condition J2(f(x)) ■ d x f = d x f ■ J\(x) pour tout x £ X. 

Pour tout application differentiable / : X — > Y, la differentielle df G T(X,T X <8) K f*Ty) se 
decompose sous la forme 

on 

d ^jJw ■= \( d *f ~ WO*)) • d x f ■ Ji(x)) 

Bien evidemment 

fl,,Jer(x,f Vl c f*T Y , j2 ) 

r7v,J 2 ) 

et l'application / est (J±, J2)-holomorphe si et seulement si dj 7 / = 0. 

Definition 1.4 5oii (X,J) une variete presque complexe et (S, j) une courbe holomorphe lisse. 
Une courbe (j, J) -holomorphe est une application differentiable 7 : — ► (X,J) dont la 
differentielle verifie la condition J (7(2)) • ^7 = d z ^ ■ j pour tout z G E. On designs par i 
la structure presque complexe canonique sur M 2 = C. Une courbe J -holomorphe locale est une 
courbe (i, J) -holomorphe 7 : (Bg, i) — ► (X, J) definie sur le disque complexe de rayon 5 > 0. 

On a alors qu'une application differentiable 7 : Bg — > X est une courbe J-holomorphe locale 
si et seulement si elle verifie l'equation B j j7(Jj) = 0, z = t + is qui s'ecrit explicitement sous la 
forme 

9,7 = J(7) • $7, 

ou d s j := d r y(-7^). On peut montrer, (voir prop. 2. 3. 6 dans Particle de Sikorav, dans l'ouvrage 
|Au-Laj ) que si 7 est une courbe J-holomorphe alors 7 G C°°(Bg\ X). On aura besoin aussi de 
la definition suivante. 

Definition 1.5 Soit Q un faisceau de £(C)-modules sur X . Une connexion sur le faisceau Q est 
un morphisme de faisceaux de groupes additifs V g : Q — ► Q ® £ £(T X ) ~ Q <S> £(C) £(T X ® R C) tel 
que V g (g ■ f) = Vg g • f + g <8> df pour tout g G et f G £(C)(£/), oil f/ C X esi im ouvert 

quelconque. 
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La donnee d'une connexion V g sur le faisceau de £(C)-modules Q determine de fagon univoque 
une derivation sur le complexe (Q ® e £(A k T x ))k>o- En effet on peut definir l'extension 

V g : G ® e £(A k T x ) ^G® £ £(A k v +1 T* x ) 

par la formule classique 

0<j<k 

+ Yl (-i) j+ ^([o,^],eo,...,^,...,6,-,e fc ) 

0<j<l<k 

pour tout u> G (G® £ £(A k T x ))(U) et tout champ de vecteurs complexes £o, • G £(Tx® R C)(U) 
L'extension ainsi definie verifle la regie de Leibnitz V ' g {g <g) /) = V g g A / + g ® df pour tout 
g G G(U) et / G £(A k T x )(U). En effet 

V (p® /)(&,• ■-,&):= 2 (- 1 ) 5 'V 6 (5-/(6,-,S > -,a))fe)+ 

0<j<fe 

0<j<Z<& 



0<j<fc 



+ 



+ E (- 1 ) i+ ^-/(fc>6]^o,-,S,-,6,-,a) = 

0<i<Kfe 

= (V 6 5A/ + 3®d/)(e ,...,Cfe)- 
Le fait que d 2 = entraine l'existence du tenseur de courbure de Vg 

e(v g ) e {£nd £iC) (g) ® £(c) ^(A 2 r^))(x) 

definie par la formule 0(V S )(£, 77) • 5 := (V 2 g)(£,rj) pour tout £,77 G £{Tx){U) et g £ G(U). 
On note de plus par £ v .g := V g <7(£) la derivee covariante de la section g le long du champ 
de vecteurs £. La definition de l'extension de la connexion V g implique de fagon immediate la 
formule 

iv r -ivv r -a) -Vv r -(fv r -a) = [£,,v]v r - a + @(v g )(£,??) ■ g. 

y y y y y 

Le tenseur de courbure @(V g ) de la connexion V g mesure done le defaut de commutation des 
derivees covariantes secondes des sections de Q. II est aussi elementaire de verifier l'identite 

v 2 ^ = e(v g )A^ (1.1) 

pour tout u G (Q <g> £ £(A'T X ))(U). Le fait que les operateurs Oj et 8 } verifient la regie de 
Leibnitz entraine que 

B 3 G Wom^^.^W et 9 d G Hom^^^KX) 
On definit alors les operateurs de torsion sur Q 
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De fagon explicite ces operateurs sont definis de fagon analogue aux operateurs 6 7 et 6 7 . Ce sont 
des derivations, autrement dit on a les formules 

6> > A /) = 9 g>J wA/l (-l) dcg ^ lu f\9jf 



e QtJ {u A /) = e>J u, A / + (-l) dc s w u A 0,/ 

pour tout u G ® £ £(A*T£)([7) et / € <S(A*T X )([/). Comme dans le cas de la differentielle 
exterieure on a la decomposition 



ou les operateurs 



et 



sont definis par les formules analogues a celles qui definisent les operateurs 9, et <9 J; 



0<j<£: 



+ E (-i^CKj- , € I 1 ' ] 1 - + K? 1 , + Kl'°, - 1 ] - 1 , &, S. 6, (1-2) 

0<j<l<k 



et 



vj> (&,...,&):= E (-i) J v e Me ,...,i;-,...,e fc ))(e°' 1 )+ 

0<j<fc 

+ E ("1)^^°^ (1.3) 
o<i<«<fc 

Le fait que V g verifie la regie de Leibnitz implique les formules 



Vf J (g®f) = Vf J gM + g®dJ 
pour tout g G £?(J7) et f £ £(A*T£)(J7). En degre zero on a les formules 

V i>4( Veff " l(Veff)oJ ) 6t V fj9=\(y g 9 + iiy g g)oj) 
pour tout <7 G G(U). En general on a la definition suivante. 

Definition 1.6 Soit Q un faisceau de £(C) -modules sur X . Une connexion de type (0, 1) sur le 
faisceau Q est un morphisme de faisceaux de groupes additifs Vg : G — ► G ® £{C) tel que 
S7'g(g ■ f) = Vgg ■ f + g <g> dj pour tout g G Q{U) et f G S(C)(U), ou U C X est un ouvert 
quelconque. 
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On a bien stir une definition analogue pour les connexions de type (1,0). Comme precedemment 
une connexion de type (0, 1), (resp. (1, 0)) peut etre etendue grace a la formuleES fresp. n~2|) ou 
grace a la regie de Leibnitz. On rappelle maintenant que si A et B sont deux endomorphismes 
du faisceau de £ (C)-modules Q <g) £ £(A*T£), leur crochet de commutation est defini par la 
formule [A, B] := AB — (— l) de § ^' de s B BA. La decomposition precedente de V g implique la 
decomposition suivante au niveau des operateurs, 

y 2 = (V 1,0 + V 0,l _ Qg j _ - Qgjf = 

2,0 0,2 4,-2 -2,4 

1,1 3,-1 -1,3 

D 'autre part en considerant la decomposition de la forme de courbure 

®(v 6 ) = e(v 6 ) 2 ;° + e<y g )y + o(v e )f 

en ses composantes de type (2, 0), (1, 1), (0, 2) et la formule Hl.l|) on deduit les identites suivantes 
au sens des operateurs 

8(V e ) 2 / A • = (V^) 2 - [Vji ,9 g J 0(V S )°; 2 A • = (V ^) 2 - [V^,9 g J 

e(v e ) 1 / a • = [vjj , vJJ] + [9 0%J , e g j e* g j = o, e 2 g j = o 

[v^,^] = o v::' ; .^ ; o. 

En particulier si Q = £(C) et V g = dona les identites supplementaires 

^ = [BM 8? = [d„9,} et [d„8,\ = -[9„9,\. 

En conclusion on a les identites fondamentales de la geometrie presque complexe : 

9] = 9,9, + 9,8,, 8] = 8,9, + 9,8,, 

8,5,+ 8,8, = -9,9, -8,9,, 

9,9, = -9,8„ 8,9, = -9,8„ 

0] =0, 9] = 0. 
En general en degre zero on a les formules 

®V g )Y = (viy-e g ,,v°£, (i.4) 

®(Vc)J a = (V} i 1 J ) 2 -0 J , iJ VJ5, (1.5) 
©(V^'MV^V^], (1.6) 
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qui sont equivalentes aux identites evidentes 

e v ° ■ • 9) - rtf • (ei'° • 9) = K 1,0 , • 9 + e(V 6 ) 2 /(^°, • g, 

G G G G » 

On a done en particulier que la composante de type (2,0), (resp. (0,2)) du tenseur de courbure 
mesure le defaut de commutation des derivees covariantes secondes des sections de Q le long 
des champs de vecteurs de type (1,0), (resp. (0,1)). La composante de type (1,1) du tenseur 
de courbure exprime le defaut de commutation des derivees covariantes secondes des sections de 
Q le long des champs de vecteurs de type (1,0) et (0,1). Soit Q un faisceau de £(C)-modules 
localement de type fini, soit ip = (tp\, —,ipr) € Q® r {U) un systeme de generateurs locaux et 

u> = 1>-f€(9® e £(A k R T^))(U), f G M^(S{k1r x )(U)). 

Soient de plus A G M rjr (£(T£)(U)), A' d G M r , r (SW(U)), A", G M r , r (£°?i (17)) telles que V e ip = 
ip ■ A et A = A' + A" . La regie de Leibnitz implique alors les egalites 

V g u = ip-{df + AAf) et e(V„) A cj = rp • (dA + A A A) Af. 

De plus on a les identites 

VJJ u> = il> ■ (dj + A' } a /), V°;i u = 4 ■ (8 J + A] a /), 

En decomposant la 2-forme dA + A A A ou en explicitant les identites (|1.4j) . (jl.5|) et (|1.6|) on 
obtient les expressions locales suivantes. 

e(V e ) 2 ; A. = f (9,4 + ^ A 4 - 0, A") A f 
G(V g ) ; 2 A. = f (M" + A'; A 4' - 0, A'j) A f 

G(v e ) 1 / auj = ip ■ (BjA'j + + 4 a a'j + a;; Ai> /, 

2 Connexions hermitiennes sur les fibres vectoriels au dessus des 
varietes presque complexes 

Nous considerons a partir de maintenant un fibre vectoriel complexe C°°, F — > X et Q = 
£{F) :=faisceau des sections C°° de F. Soit h G £(F* (g) c F )(X) une metrique hermitienne sur 
F. On rappelle qu'une connexion 

V F : £{F) £{F) ® £ £{T* X ) ~ 5(F) ® 5(c) £(2$ ® R C) 

sur F est dite 7i-hermitienne si pour tout champ de vecteurs complexes £ G £(Tx <8> R C)(J7) et 
toute sections a, r G £(F)(U), (U Q X est un ouvert quelconque), on a la formule 

£./i(cr, r) = h(£ v .a, t) + h(a, £ v .r). 



S 



II est bien sur equivalent de restreindre l'identite precedente aux seuls champs de vecteurs 
£ G £(T x °j)(U). On a alors que la donnee d'une connexion 

V; : 8(F) — 5(F) ® £(C) ^ 

de type (0, 1) entraine l'existence d'une unique connexion /i-hermitienne V F sur le fibre F telle 
que V^,' 1 = V". En effet la partie de type (1,0) de V F est donnee par la formule 

fc(V£°<r(0,T) = Z.h(°,r) - h(a,V' F r(0) 

pour tout (1, 0)-champ de vecteurs £ 6 £(T]fj)(U) et toutes sections a, r G £(F)(U). Bien 
evidemment on a un resultat analogue pour les connexions de type (1,0). Soit (ei,...,e r ) G 
£ (F)® r (C7) un repere de i^L. On a Identification V F ~ e + par rapport au repere (ei, e r ). 
Soit de plus iif := (h(e\, e^))^ l a matrice hermitienne de la metrique h. Le fait que la connexion 
V F soit /i-hermitienne equivaut localement aux egalites 

l<s<r 

£ G S(T$j)(U). On a alors avec des notations matricielles la relation djH = A'^H + HA" r Le 
fait que la matrice H soit hermitienne implique que cette relation est equivalente a la relation 

A! j =H~\d J H-A^ t H). (2.1) 

On a en conclusion qu'une connexion V F est /i-hermitienne si et seulement si la relation (|2.ip 
est satisfaite sur tout les ouverts de trivialisation de F. Considerons maintenant le produit 
sesquilineaire 

{, ■}„ : £(AIT* X ® R F) x £(AIT* X ® R F) — £(A^T X ® R C) 
sur le faisceau £(A*T X <g) R F) defini par la formule 

I/I=p 

ou £ = (£i, £ p +g), £j G £(Tx<S> R €!)(?/) et e(J) designe le signe de la permutation (1, — > 
(J, Cl). Alors le fait que la connexion V F soit hermitienne est equivalent a l'identite plus generale 

d{a, r} h = {V F a, r} h + (-l) de s V F r} h 

qui equivaut aussi a une des identites 

0>,r} fc = {Vi>,T} fc + (-l) dc ^{a, V ; 1 ^}, 

0,{*,r} h = {V°;>,r} h + (-l) de ^{a, Vj£r} fc . 

On obtient alors, en appliquant la differentielle exterieure a la premiere des trois identites prece- 
dentes, l'identite = {©(V F )cr, r}^ + {a, 0(V F )r}^ qui implique, pour des raisons de bidegre, 
l'identite 

= {etV^'V, r} h + {a, e(V F )Yr} h . 
Si deg a = deg r = on deduit l'egalite 

= / l (o(V F ) 1 ; 1 (e,r ? )- ( T,r) + h(a,&(V ^/(^fj) ■ r) (2.2) 
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qui montre que pour tout champ de vecteurs reels £, rj 6 £(Tx)(U) on a 

iQiV^Yi^rj) e £(Bevm h (F))(U), 

ou Hermft(F) designe le fibre (reel) des endomorphismes /i-hermitiens de F. Considerons main- 
tenant I'expression locale de la composante de type (1, 1) du tenseur de courbure 

l<A,^<r 

de la connexion hermitienne V F . On a 

C := 8 , A' + d,A" r + A' A A" + A'' A A' 
Si (Cfe)fe e 5(T^° J ) en (i7) est un repere du fibre Tjj j, on a I'expression locale suivante 

( V ^ ,1= E C&tf A 

l<A,A*<r 
l<fc,Z<n 

L'identite ()2.2ll entraine que si en un point xq £ U le repere ei(xo), e r (xq) est /i(xo)- 

orthonorme alors on a les relations C^ (xq) = (xq). Si de plus V^e^xo) = pour tout k, 
on obtient en utilisant I'expression ()2.1jl l'egalite 



C(x ) = (d^H - BjH A djH + ^A'j - M?*)(*o). (2.3) 

3 Extension de l'operateur 5 7 aux puissances de Schur du fibre 
des (1, 0)-formes 

Rappelons qu'etant donne un espace vectoriel complexe V de dimension complexe r, les 
representations irreductibles de GL C (V) sont en correspondance biunivoque avec le plus haut 
poids A = (Ai,...A r ), Ai > A2 > ••• > A r de la representation d'un sous-tore maximal T r ~ 
(C*) r < GL C (V), (ii, ...,t r ) 1— > i^ 1 • • • t^ r . On note S X V l'espace de la representation associee, 
qu'on appelle puissance de Schur associee au poids A. On a par exemple 

S( m '°'—'°'V = S m V puissance symetrique usuelle 
g(i,i,...,i,o,...fi)y _ pky p U i ssance exterieure. 

Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages classiques de |Fu-Haj pour une explication detaille de la 
notion de puissance de Schur. 

Considerons maintenant les connexions de type (0, 1) 

»,„ == (-1)% ■ — ^>,(o *JJ 

sur les fibres A^' T^. De fagon explicite les connections B Jp sont definies par les formules 

(#7 lP w (»7)»fi»-»fp) := ^j«(»7»fi»-»fp) 

= V . + ^t-^fl^if^l^L..,^) (3.1) 
l<Kp 
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pour tout to G £^(11), i] £ £(T X j)(U) et £i,...,£p £ £(T x 'j)([/). Bien evidement dans le 
cas complexe integrable les faisceaux de Ox,j-modules Q p x j = O(A p r ' T x ) := KerB Jp sont 
localement libres et donnent une structure de fibre vectoriel holomorphe aux fibres hPj®T x . De 
plus on a l'identite 

Dans le cas presque complexe, en etendant la connexion B J1 a toutes les puissances de Schur 
F x := S X A 1,0 T X on obtient des connections de type (0, 1) canoniques 

sur les fibres F x . De fagon analogue, la connexion induite sur T x j par Bj 1 grace au C-isomorphisme 
canonique de A^'°T X avec T XJ peut etre etendue aux puissances de Schur S X T XJ . Pour sim- 
plifier nous designerons aussi S X T X j par F x . Les definitions precedentes sont compatibles avec 
les definitions classiques de la geometrie complexe. En effet dans le cas complexe integrable 
les fibres F x admettent une structure holomorphe canonique donne par le faisceau des sections 
holomorphes 0(F X ), qui est definie de fagon naturelle a partir du faisceau Q x j. La connexion 
canonique de type (0, 1) sur le fibre F x induite par le faisceau 0(F X ) 

coincide evidement avec la connexion d F \ induite par la connexion d J1 et de plus on a toujours 
l'egalite evidente 

0(F X ) = Ker B F x. 
J j 

Dans le cas d'une variete complexe integrable on a done le diagramme commutatif suivant. 



0{F X )^ dpx 
■' j 

Dans le cas presque complexe non integrable le faisceau Ox '■= Keidj est un faisceaux de fonc- 
tions constantes pour un choix generique de structure presque complexe J non integrable. II sufht 
de prendre par example une structure fortement non integrable. On rappelle qu'une structure 
presque complexe est dit fortement non-integrable si le fibre tangent est engendre ponctuelle- 
ment par les crochets des champs de vecteurs de type (0, 1). D'autre part dans cette situation 
il n'existe pas de reperes locaux complexes {otk)k G £(A 1,0 T x )® n (U) tels que d J1 a] t = sur 
l'ouvert U pour tout k = 1, ...,n, car sinon ceci entrainerait que le fibre A^ ,0 T£ est plat, ce qui 
n'est pas toujours le cas pour une variete presque complexe. Un tel phenomene peut etre aussi 
envisage pour les fibres F x et la connection canonique B F \. 

Cependant la connexion B F x induit une structure holomorphe canonique sur toutes les restric- 
tions F A , du fibre F x aux images des plongements (j, JVholomorphes 7 : — ► (X, J) 

j 17(E) 

d'une courbe holomorphe lisse £ C C m . En effet la restriction 
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de la connexion d F \ est bien evidement integrable etant donne que K Q j 2 T*^ = 0. La structure 
holomorphe canonique sur le fibre ^ est alors donne par la formule 



7 A l7(S) 



Soit h une metrique hermitienne quelconque sur F*. On definit alors la connexion de Chern D pX 
comme etant l'unique connexion hermitienne sur F^ telle que 



{D h F ,f> l =8 F ,. 

J J 



4 Expression locale des operateurs dj, d J} 3 et 6 r 

Soit (Cfc)fc € £{T x fl j)® n {U) un repere locale du fibre T%°j et M k , N k , U k , V k £ M n {8{U)) les 
n x n-matrices definies par les relations 





[0,Cr]°/=E M ,>Cfe 


k=l 


fc=l 


n 


n 

[Ci.Crfy^E^C^ 


fc=i 


fe=i 


n 


n 


fe=l 


k=l 


On a les relations My r = —M k -, N k r = —N k - et V^ r = —U^j- De plus on a l'expression locale 


t 7 = e [c fe ,o]°/®aAC 


= E ^,iCfcA<r®Cr 


l<fc<Z<n 


KkKn 




l<r<n 



pour la forme de torsion de la structure presque complexe J. On rappelle que les elements 
de l'espace vectoriel K p,q T x x ® c Txj, x s'identifient naturellement avec les elements du type 
u + u, u E AP' q T x x ® c T^' j x . On introduit maintenant une notation tres utile pour la suite. Soit 

(Ck)k € {Tx°j x )® n un repere. Alors (Cfc + Cfc)fc £ Cfx,j,a;)® n est un repere complexe de l'espace 
vectoriel (Tx, x ,Jx)- On notera 

c x J Cfc := c • Cfc + c • Cfc 

l'operation de produit d'un scalaire c € C avec le vecteur reel Cfc + Cfc £ ^X>- Si a € A^Tj^ 
on notera 

la (p, g)-forme a valeurs dans l'espace vectoriel Tx,j, x - Avec ces notations on aura par exemple 
l'expression locale suivante pour le tenseur de Nijenhuis 

Nj= E JV *,jCfcAcr® J Cr= E c* ® cr ® ^ Cr- 

l<fc<Z<n l<k,l,r<n 
Kr<n 
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Si / est une fonction on a 8 J = ££ =1 (Cfc •/) Q > ^/ = ELi (Cfc •/) C . Ojf = 9 et 0,/ = 
0. De plus en utilisant les expressions intrinseques des operateurs dj, dj, 9 d et 9 } on a les 
expressions 



Soit 



djCk = ~ 


E M ttC 

l<Kt<n 




dAt = 


E ^cac; 

l<i,t<n 


djQ = 


E 

l<Z,t<n 


ACt* 


dAt = 


E m mCaC 

l<Z<t<n 


OjG = 


E 

l<l<t<n 


A Ct 


ha = 


E ^c*Ac; 

l<2<i<n 




U 


= E u r 


„ C a C* 





\K\=p 
\L\=q 



une (p, g)-forme par rapport a la structure presque complexe J. Le fait que l'operateur T := 
dj, d J} 9 j ou 9 j verifie la regie de Leibnitz implique l'egalite 

v q 
Tu = E (^ACAC' + ^-iy-V^ 

\K\=p j=l 3 j=l 3 

\L\=q 

ou Kj := (ki, ..., kj, ...,k p ) et analoguement pour Lj. On deduit alors les expressions locales 

9 j u = E ( E a£ ac* + E (-i^-^cacac.ac* 

|iC|=p l<r<n l<i<P J 

|L|=g l<r<t<n 

e (-ly^-^tCACACAC!.) (4.i) 

i<i<<? J 

l<r,t<n 



<v = E ( E (c,-^,jcacac+ E rv-^cacac; ac* 

\K\=p l<r<n l<j<P J 

\L\=q l<r,t<n 

+(-iy E HV-^CaCacac;) (4.2) 

l<j<q 3 
l<r<t<n 

e jU = -(-iyJ2 E (-^^-^CaCaCac*. (4.3) 

\K\=p l<j<q 3 
\L\=q l<r<t<n 



Oju = - E E i~ l ) ju K.L ■ N% C A Ct AC*. A g (4.4) 
\K\=p l<j<p 3 
\L\=q l<r<t<n 
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5 Relation entre la connexion de Chern du fibre tangent Txj 
d'une variete presque complexe et la connection de Levi-Civita 

Pour p = 1 la definition H3.1j) de la connexion d J1 s'ecrit sous la forme 

d. J Mv)-C = r ] .a(0-a([v^} 1 ' ) 
pour tout a G (U), r\ G £ (T x ' j)(U) et £ G £ (Ty j)(J7). La connexion duale 

8 : £(T^) — £ (A°/ri ® c r#) 

sur le fibre T x ' j, definie par la formule 

(5 Jil a)-^ = 5 J (a-0-«-5 T i,o^ 

verifie alors l'identite 

Vo e(r?) = [r ? ,e] 1 ' . 

X,J 

Soit (Cfc)fe G f(T^'° J )® n (L r ) un repere local du fibre T^°j et A" = Er(^") r C la forme de 
connexion de d 10 par rapport au repere en question. On a alors 

T X,J 

d T , 0(Cr) = -ICjXr} 1 ' = Y,( A '>AtrKk = £ E/* r Cfc- 
On deduit alors la formule {A"^ ■ = —Uj r . En utilisant l'isomorphisme C-lineaire canonique du 
fibre j avec le fibre tangent Txj on deduit la connexion de type (0, 1) canonique 

d Tx j : £(T X>J ) £(A° J ' 1 T X ® c T x ,j) 

du fibre tangent Tx,j. De fagon explicite on a pour tout champ de vecteurs reels £, 7] G £(Tx)(U) 
l'expression suivante : 

B t x J(v) = d^Jiv ' 1 ) = fo - 1 * 1 ' ] 1,0 + to 1 ' ,* ' 1 ] ' 1 

= \(fat] + i J V, J® + AJri, £] " ■% ^]) • 
Soit uj G 5(A^' 1 T^-)(X) une metrique hermitienne sur Tx,j- On designera par 

Dj : £{T x ,j) — f (Tl ® R r X) j) 

la connexion de Chern du fibre hermitien (Tx j, w), autrement dit l'unique connexion w-hermitienne 
telle que 

(IT) - 1 = a T . 

v J' T X,J 

Considerons maintenant la metrique riemannienne J-invariante associee g := u/(-, J-) G £(SlT x )(X). 
On designe par 

V 9 :£{Tx)^£(T x ® v Tx) 

la connexion de Levi-Civita relative a la metrique riemannienne g. Dans la suite on aura besoin 
de considerer la decomposition 

K T x ® K T x ,j c c A k c (T x ® K C)* ® c T x ,j ^ c A p /T x ® c T x ,j. 

p+q=k 

Le theoreme suivant relie la connexion de Levi-Civita avec une connexion fondamentale de la 
geometrie presque complexe. Une autre formule peut etre trouve dans |Cauj . 
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Theoreme 5.1 Soit (X,J) une variete presque complexe, to G £(Ay l T x )(X) une metrique 
hermitienne sur Tx,.j et g := oj(-,J-) G £ (S 2 T X )(X) la metrique riemannienne J-invariante 
associee a oj. II existe deux tenseurs reels 

5 J u>e£((T x r 2 ® m T x )(X) et N«e£((T £)*>® 2 ® c T x ,j)(X) 

tels que doj = si et seulement si 5jUJ = ; Nj = si et seulement si = 0. La connexion de 
Chern D 1 ^ du fibre hermitien (Txj,u) est relie a la connection de Levi-Civita V 9 par la formule 

D l tv ■= v f v + v) - v) (5-i) 

pour tout champ de vecteurs reels £, r\ G £(Tx)(U), (U C Xouvert arbitraire). Le 2-tenseur reel 
5 jUJ est defini par la formule 

2SMM ■= [7!;° +7°; 2 J (£,??) + Hi&Jri) 

oil 

7 2,o g 5(A 2,o r * ^ Tx j){X ), 7 ^ g 5(A^T1 ^ c T XiJ )(X) 7 ° ; 2 7 € £(Ay 2 T x ® c T X>J )(X) 

sont les composantes, (par rapport a la structure presque complexe J) de la 2-forme reelle 
7^ G £(A 2 T X (g) R Tx){X) definie par la formule 

W (7 W (£,??),M) = du(£,r),n) 

pour tout champ de vecteurs reels £,T],fJ, G £(Tx)(X). Enfin le (0,2)-tenseur reel est definie 
par la formule Ny' := + oil 

t? g £ ((T^)*^ 2 ® c r$)(x) 

esi /e (0, 2)-tenseur defini par la formule 

u(T?(Z,r,),n)=u>(Z,[v,ri 1 '°) 

pour tout (0, \)-champ de vecteurs £, 77, /i G £ (T^' La forme de torsion Tp^ de la connex- 

ion de Chern verifie Videntite 

TdALv) = -\t° r +t 2 M^v)-K(t, V )+N"( V ,0. (5.2) 



5 ? ; Nj = alors 7°> 2 = 0. 
Preuve 

Expression de la connexion de Chern du fibre hermitien (Tx,,j,u)- 

Soit h w la forme hermitienne sur le fibre Tx,j associee a us. On rappelle qu'elle est definie par la 

formule h u (^,rj) := Jrj) — iu(^,r]). La connexion de Chern D w est definie par les formules 



hUD^orj, fJ ,) = e'°-hUri,»)-hUri,B Txj ri(e' 1 )) (5.3) 

pour tout champ de vecteurs reels £, rj, fi G £(T X ){U). L'identite hu(£,,rj) = h u (£ '°,T} 0, ) = 
— 2iuj(£ t 1,0 , 7] 0,1 ) et la definition de la connexion canonique B Tx ; montrent que la formule l5~31 est 
equivalent e a la formule 

, ,(r>v „ ,,0,1> _ £-1,0 , ,(„1,0 ,,0,1\ , ,(„1,0 rt-1,0 ,,0,110, 1\ 
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On obtient en conclusion que la connexion de Chern peut etre definie par la formule 

u(D» ? r, , ijP' 1 ) = e>°- ^) ~ ^(r? 1 ' , [C 1 ' , A* ' 1 ] 0,1 ) + ij 1 ' ] 1,0 . Z* 0,1 ) (5.4) 

pour tout champ de vecteurs reels £, 77, \i G £(Tx)(U). 

Expression de la connexion de Levi-Civita V 9 . 

La connexion de Levi-Civita V s : £(Tx) — > ^CTx ®r Tx) es t definie par la formule classique 

2s(V| 77, fi) = £ .3(77, //) - -g(£, rf) + ?? .g(fi, 

pour tout champ de vecteurs reels £, rj, fj, G £(Tx)(U). Bien evidemment la definition precedente 
est equivalente a la formule 

2u,(Vf r/, -i/z - 1 ) = £ . utf' , -i/, ' 1 ) - /x ' 1 . w(£, Jrj) + 77 . u;^ ' 1 , ^'°) 

, Jfo, /a ' 1 ]) + cVS *[e, + "fa, J[/i°<\ £]). (5.5) 
Expression des 2-tenseurs 7^'°, 7 t J,' 7 (-,</-) et 7°'^. 

On rappelle que les elements de I'espace vectoriel A p y q T x x <8) c Tx,j, x s'identifient naturellement 

avec les elements du type u + u, u G A p y q T x x Cg> c T x ° Jx , (voir la section On a done les 
identitees 



2,0 -2,0 1 -2,0 1,1 -1,1 . -1,1 0,2 -0,2 , -0,2 

V.j = V,j + V.j, V.j = Vj + V.j, Vj = Vj + Vj, 



sur Tx, avec 



La decomposition cL> = djUJ + BjUj — 9 } uj — OjU implique alors les identitees 

^(t% v),^ 1 ) = (e 1 ' , v 1 ' ), ^) = dMt 1 ' , ^ V ' 1 ), 



= BMP , V' 1 ) + <V(£ ' W'°, a* 0,1 ), 
^ 2 J (C°' 1 ,»/ , ' 1 ),M ' 1 ) = -^(^ 1 I ^ 1 , M ' 1 ) 

En explicitant les formes <9jW, BjUj et # 7 u; dans les identitees precedentes on obtient les expres- 
sions suivantes 

"it* (e. ^)^ 0,1 ) = "fa 1,0 . m 0,1 ) - ? ? 1,0 - ^V 1 ) 
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et en fin 



+ie' 1 .Lo( V 1 ' ,f Jl °' 1 )-i^ 1 .u(r, 1 ' ,e' 1 ) 
+^(1^°, M ' 1 ) " ^([r/ 1 ' , M ' 1 ] 1 ' , C ' 1 ) + «j([^ 0,1 ,/i 0,1 ] ' 1 ^ 1 ' ) (5-7) 



+ W ([^,^]^, 77 ^)-a;([r ? ^,^^' u ,^). (5.8) 

En remplagant —ifi 0,1 a la place de /z 0,1 dans les identities 15.61 et l5~%| en sommant les identities 
obtenues avec l'identite l5.7l et en tenant compte de la formiile l5~H on obtient l'identite vourne lo"Tl 
Le fait que le 2-tenseur 7*'*(-, J-) est symetrique implique l'identite 15.21 sur la forme de torsion 
de la connexion de Chern. □ 

6 La courbure de Chern des puissances de Schur du fibre des 
(1, 0)-formes 

On a la definition suivante. 
Definition 6.1 Le tenseur de courbure de Chern 

C h (F$) G £(A 1 J ,1 T X ® c Fj'* ® c F*)(X) 
du fibre vectoriel hermitien (F^, h) — > (X, J) est la (1, 1) -forme donnee par la formule 

C h (F*) := e(Z^) 1 ' 1 . 

La courbure de Chern 

C{* G £(Kerm(T XJ ® c F*))(X) 
est la forme hermitienne sur le fibre vectoriel complexe Tx,j <8) c F^ definie par la formule 

C h F ,(C ® a, r, <8> r) := fc(C h (i^)(# , t^ 1 ) • a, r) 

powr io?«i champ de vecteurs reels £,77 G £(Tx)(U) et sections a,T G £{F^)(U) sur un ouvert U 
quelconque. 

La courbure de Chern C^, A est une forme hermitienne sur le fibre vectoriel complexe Xx, j ® c F^ 
grace a la relation (12.21) (remarquee dans la section . Soit 

l</,m<r A 
l<j'.fc<n 
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l'expression locale du tenseur de courbure de Chern, (ici r\ := rg c F^). Si le repere local (e{)i G 
£(Fj)® rx (U) est /i(xo)-orthonorme en un point xq alors l'expression locale de la courbure de 
Chern s'ecrit sous la forme 

l</,m<r^ 
l<j',fc<n 

ou les coefficients verifient la relation Cf' (xq) = C^(xo) vue dans la section |2I Remarquons 
que (Ck\ T )k G £(Zx,j)® n (E0 est le re Pere dual du repere (Cfc + Cfc)fc G £ (Tx,j) &n (U) par rapport 
a la structure J. Bien evidemment il est equivalent de donner soit le tenseur de courbure soit la 
courbure de Chern. On aura besoin de la definition suivante. 

Definition 6.2 line section a G £(F^)(U) est dite presque-holomorphe au point x G U si on a 
Ba(x) = 0. Un repere local (crk)k C £{F^)(U) est dit presque-holomorphe special au point x € U 
si dak{x) = et (D h ) 1>0 da^ix) = pour tout k. 

La definition de repere local presque-holomorphe special en un point est independante de la 
metrique hermitienne. En effet si A" est la matrice de la connexion de type (0, 1) canonique du 
fibre vectoriel F^ relative au repere (ak)k C £(F^)(U), la condition que le repere local (<7fc)fc 
soit presque-holomorphe special au point x s'exprime par les egalites A"(x) = et djA"(x) = 0. 
Le lemme elementaire suivant donne une premiere idee de l'utilite de la notion de courbure de 
Chern. 

Lemme 6.0.1 Soient a, r G £(F^)(U) deux sections presque-holomorphes en un point x G U 
du fibre hermitien (F^,h) — > (X,J) et £,rj G £(Tx)(U) deux champs de vecteurs reels. Alors 
au point x on a I'identite 

CfyZ ® a, r, ® t)\ x = d J d J h(a, T)(e>°,V°'% + He D °. <r, r, l D ° ■ r)\ x 

+h{ef. ifi 1 . a, r)\ x + h(a, rff. ft 1 . r)\ x . (6.1) 

Soit (cr/c)fc C £(Fj)(U) un repere local presque-holomorphe special au point x G U. Alors au 
point x on a I'identite 

C£a(£ <8> *k, V ® ffl)|x = 3,9, % fe , ai)(^°, 77°'% + fc(ft°. <x fc) r/ 1 ' . a,),,. (6.2) 
i?n particulier 

idA \a k \ 2 h (£, J0|x = ~2C*x (£ ® a fc ,£ ® + 2 |ft°. a fc [^| x . (6.3) 

Dans le cas d'une variete complexe (X, J) et d'un fibre vectoriel holomorphe hermitien (F, h) — > 
(X, J) on a pour toutes sections holomorphes a, r G 0(F)(U) I'identite 

4(£ ® a, 77 (g) r) = 0,0, /i((7, r)^ 1 ' , r? ' 1 ) + fc(ft°- a, r? 1 ' . r) 

sur l'ouvert ?7. On deduit en particulier la formule remarquable suivante 

idjdj \a\ 2 h (£, JO = -2C h F (i®a,t®a) + 2 |^°. all 

qui montre que pour tout section holomorphe a G 0{F){U) la fonction \o~\\ est plurisoushar- 
monique sur l'ouvert U si la courbure du fibre F est negative au sens de Griffiths, autrement 
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dit si Cp(£, <g> a, £ <g> a) < pour tout £ 6 Tx,x et cr € F x , (voir |Grij et |Dem-lj . chapitre VII 
pour des applications fondamentales de la notion de courbure au sens de Griffiths). On deduit 
en particulier que si la variete complexe X est compacte, connexe et a G 0(F)(X) est une sec- 
tion globale d'un fibre vectoriel holomorphe F admettant une metrique hermitienne a courbure 
negative au sens de Griffiths alors le section a est identiquement nulle sur X si elle s'annule en 
un point. On remarque que la notion de positivite (negativite) au sens de Griffiths pour un fibre 
{Fj, h) ne signifie rien d'autre que pour tout vecteur reel £ G Txj l'endomorphisme /i-hermitien 
iCh(Fj)(£, J£) est positif (negatif). Si la courbure du fibre (Fj,h) est strictement negative au 
sens de Griffiths en un point x alors on deduit d'apres la formule 1)6.3(1 que les fonctions \cr k W 
sont strictement J-plurisousharmoniques au voisinage du point x, (voir |Palj pour la notion de 
fonction strictement J-plurisousharmoniques et pour plus de details). 

Preuve du lemme 16.0.11 On a l'egalite 

djdj h(a, r) = {D 1 / B F a, r} h - {B F a, B F r} h + {D^a, D l fr} h + {a, B F D F ' r} h . 
Le fait que deg a = deg r = et l'identite {Ch(F) ■ a,r}h + {cr, C^F) ■ r}h = impliquent 
djdj h(a, r) = -{C h (F) ■ a, r} h - {a, D F >°B F T} h + {D 1 / B F a, r} h 

-{B F a, B F r} h + {D F >°a, D x fr} h . (6.4) 

En explicitant l'egalite precedente par rapport au champs de vecteurs reels £ et 77 on obtient 
l'identite 

C h F (£ ® a, V ® t) = Bjd., h{a, r)(^°, r? ' 1 ) + h^f- V°/ . a, r) + h(a, ff.&.r) 

qui permet de deduire la formule (|6.ip . Soit (cr k )k le repere de l'enonce du lemme. On deduit 
d'apres l'identite 1)6.4(1 l'egalite suivante au point x ; 

djBjh(a k ,ai)\ x = ~{C h {F) ■ a k ,ai} h \ x + {D 1 / ] a k , D l fai} h \ x 

qui permet de conclure la preuve du lemme. □ 
Dans la sous-section suivante on montre l'existence de reperes locaux (a k ) k C £{F^)(U) presque- 
holomorphes spcciaux en un point x G U tels que D l j a k (x) — pour tout k. Dans ce cas on 
deduit d'apres les formules 1)6.2(1 et 1)6.3(1 les identites suivantes au point x ; 

pour tout champs de vecteurs reels £, 77 G £(Tx)(U). 

6.1 Interpretation geometrique de la notion de courbure de Chern dans le 
cas presque complexe 

Le lemme fondamental suivant est une version presque complexe d'un lemme classique de la 
geometrie hermitienne complexe (voir |Dem-l( . chapitre V). 
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Lemme 6.1.1 Soit (X,J) une variete presque complexe et (F^,h) — ► (X,J) le fibre vectoriel 
hermitien d'une puissance de Schur du fibre des (1, 0)-formes. Soient (z±, z n ) des coordonnees 
C°° complexes centrees en un point x telles que J{x) = Jo, oil Jq designe la structure presque 
complexe canonique relative d ces coordonnees. II existe un repere local (ak)k £ £(Fj)® rx (U x ) 
presque-holomorphe special au point x pour lequel les coefficients de la metrique hermitienne h 
s 'ecrivent sous la forme 

h(ai, cr m ) = 8i jm + ^2 H i'X z i* k + °(N 3 )- 

l<j',fc<n 

Quel que soit le choix du repere (o~k)k £ £(Fj)® Tx (U x ) presque-holomorphe special au point x 
pour lequel les coefficients de la metrique hermitienne h s 'ecrivent sous la forme precedente on 
a les expressions suivantes pour le tenseur de courbure et la courbure de Chern au point x : 

Ch{F*)\ x = - Yl H^d Zj Adz k ®a* m ®ai (6.5) 

l<i,m<r^ 
l<j',fc<n 

C h F x{i®a h r]®(j m )\ x = d J d J h(o- l ,a m )(e' ,V°'%, (6.6) 
pour tout champ de vecteurs reels £,7/ G £(Tx)(U x ) et tout indice I, m. 

Le lemme nous montre que la courbure de Chern au point x mesure l'obstruction a l'existence 
de reperes locaux presque-holomorphes speciaux et orthonormaux a l'ordre deux en x. 

Preuve. Soit e = (e^)fc E £(F^)® Vx (U x ) un repere local /i(x)-orthonorme au point x. On peut 
supposer que la forme de la connexion de Chern D pX relative a ce repere verifie la condition 
A e (x) = 0. En effet en effectuant un changement de repere e' = e-go avec go = l+0(\z\), dgo{x) = 
— A e (x) on a que la forme de connexion A e < = g ~ 1 (dgo + A e ■ go) relative au repere e' verifie la 
propriete voulue. Soient 

(H e ) l>m = 5 hm + ^ [H 3 lm Zj + H J ml zj^j 
+ E i^^ + Hty^k + H^z^+Oilzf) 

l<j,k<n 

les coefficients de la metrique hermitienne h par rapport au repere e. La relation 

A'^H^idjHe-^Hz) 

combinee avec les egalites A' e (x) = 0, A"(x) = implique alors BjH e (x) = et done H J m = 
pour tout les indices j, I, m. Par rapport aux coordonnees choisies on a l'ecriture 

(SXW= E MY£i(P)dZjAdz k + 0(\z\). 

l<j,k<n 

Considerons maintenant le changement de repere a = e ■ g donne par la formule 
tr, = e, - Yl { H ii^k + {djA'^mzfz^ E £(F})(U X ). 

l<m<r\ 
l<j,k<n 
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Un calcul elementaire montre que les coefficients de la metrique hermitienne h par rapport a ce 
repere s'ecrivent sous la forme 

(H a \ m = S ljm + ^ Hj* zfz k + 0(\zf). 

Si A" designe la forme de connexion relative au repere a on a la formule de cliangement de 
matrice de connexion A" = g~ 1 (d J g + A" • g). Le fait que A"(x) = et djg(x) = implique 
alors l'egalite A"(x) = 0. De plus au point x on a l'egalite 

d J A';(x)=d J d J g(x)+d J A:(x)=0. 

On deduit alors d'apres la formule l2~31 que la courbure de Chern s'ecrit au point x sous la forme 

Ch(Fj)\ x = Y1 d jdjhm( x ) ® o*m ®j °l- 

m,l 

qui montre la validite de la formule La formule (j fi.fi j) est une consequence immediate des 

identites 

A' a (x) = H'^djHv - A!?H a ){x) = 
et Q. □ 

6.2 La courbure de Chern du fibre tangent d'une variete presque complexe 

Dans le cas du fibre tangent d'une variete presque complexe le tenseur de courbure de Chern 

CUTx,j) := e(Zr) 1 ' 1 G £{A^ l T* x ® c T* XJ ® c T x ,j)(X) 
s'ecrit sous la forme locale 

CUTx,j)= Yl C/iCjACfe^C^O- (6.7) 

l<j',fc,i,m<n 

La notation a <S> Ci ®j Cm ou a est une (1, l)-forme par exemple doit etre interpretee sous la 
forme suivante. Si £i, £ 2 G T x>x ® K C et rj = rjiQ + fjiCi G T x , x alors 

a® (I ®j Cm(6,6,??) = "(^l,6)^Cm + Q!(Cl 5 6)^Cm- 
En particulier la courbure de Chern du fibre tangent 

c ^ G<g(r *,y ® c T x fj)(x) 

est definie par la formule 

q j (6®']i,6®%) := K(CUTx,j)(£°,& 1 )-m,V2) 

pour tout champ de vecteurs reels Cj^Vj £ S(T X )(U), j = 1,2, ou /i w est la forme hermitienne 
associee a to. On rappelle qu'elle est definie par la formule h u (^, rj) := Jrj) — iu(£, 77). Le fait 
que soit une forme hermitienne sur le fibre T XJ implique que la quantite (£ & 77, £ <S> 
77), £,77 G £(T X )(U) est reelle. On deduit alors les identites 

® 77, £ ® 77) = u(C u (T Xt j)(£, JO • 77,77) 
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et 

u(CUT X ,jm,JO-V,Jv)=0- 

La courbure de Chern du fibre tangent s'ecrit en un point x ou le repere (Cfc)fc £ £{T x ,0 j)® n {U) 
est choisie w(x)-orthonorme sous la forme 

l<j',fc,/,m<n 



avec la relation de symetrie hermitienne C/' m (x) = C^^x). 

Remarque. Le fait que la connexion de Chern soit hermitienne implique que en un point x 
on a ©(-Dj)u = si et seulement si O(-D^)^ = 0. On peut montrer que 0(D^)j^ 2 = si le jet 
d'ordre un de la forme de torsion de la structure presque complexe est nul au point x. 



7 Coordonnees presque complexes d'ordre N en un point 

Soient (zi,...,z n ) des coordonnees locales C°° centrees en x € X telles que le repere local 
(gf-, gf-) soit une base complexe de T x ' ° Jx au point x. On designe par Mj £ M2 n ,2n{£) la 
matrice de la structure presque complexe J G £{End c (Tx ® M C))(X) par rapport au repere 
complexe (^-, ^f-, gf - )- Le fait que J = J implique que la matrice Mj s'ecrit sous la 

forme : 

A(z) B{z) 
B(z) A(z) 

On voit alors que la structure presque complexe s'exprime sous la forme 



Mj(z) 



^ / £^ 

J(z) = Yl ( A kA z ) dzi ®-^ + Bk ^ dzi ®dT. + Bk ^ z "> d * l ®~dz~ + ~^ k > 1 ^ dzi 

k.l k k k k 

avec ^4(0) = il n , B(0) = n . Si on suppose que la structure presque complexe est inte- 
grable il existe d'apres le theoreme de Newlander-Nirenberg des coordonnees locales holomorphes 
(zi,...,z n ). La structure presque complexe s'ecrit alors par rapport a ces coordonnees sous la 
forme 

JO) = J = i V (dz k ®^--dz k ® (7.1) 
~ V oz k oz k ) 

autrement dit A{z) = il n , B(z) = n . Avec les notations introduites precedemment on a la 
proposition suivante. 

Proposition 7.1 Pour tout point x d'une variete presque complexe (X,J) et pour tout entier 
N > 2 il existe des coordonnees (zi,...,z n ) de classe C°° centrees en x telles que les matri- 
ces A(z) et B(z) de la structure presque complexe J relatives a ces coordonnees admettent les 
developpements asymptotiques 

A(z) = il n + l - A a >? z a z? + 0{\z\ N+1 ) (7.2) 

\a+(3\<N 
I«l,l/3|>1 

B(z)= Y B a ' p z a z 13 + 0(\z\ N+1 ) (7.3) 

\a+/3\<N 
\a\>l 
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oil A a, P , B a, P £ M n>n (C) sont des matrices telles que les coefficients des matrices B a ^ verifient 
la propriete ; B^f = pour tout I > max{/c £ {1, n} \ aj. 7^ 0}. Les matrices A a >@ sont 
obtenues a partir des matrices B a ^ , (avec la convention B 0,13 := 0), grace a la formule : 

[|«+/9|/2] — _ 

A a 'P = y (-4)-( fc - 1 ) Yl BXr4lr ■ BPr,lr ( 7 - 4 ) 

ou le symbole [c] designe la partie entiere de c et le symbole de produit avec une fleche vers la 
droite designe le produit non commutatif des termes qui sont ecrits en ordre croissant de I'indice 
vers la droite. 

(Remarquons que dans la formule (|7.4|) la convention B 0, @ = implique que les sommes non 
nulles sont celles correspondantes aux multi-indices |A r |, \p r \ > 1). 

Definition 7.2 Les coordonnees qui verifient les proprietes de I'enonce de la proposition prece- 
dente seront appelees coordonnees presque complexes d 'ordre N en x par rapport a la structure 
J. 

Dans le cas particulier N = 3 la formule l|7.4|l s'ecrit sous la forme ; 



Y B X -B p ' 



On re-enonce la proposition precedente dans le cas N = 3 sous une forme plus explicite et 
pratique pour les calculs relatifs a la sous-section qui suivra. 

Corollaire 7.3 Pour tout point x d'une variete presque complexe (X,J) il existe des coordon- 
nees (zi,...,z n ) de classe C°° centrees en x telles que les matrices A(z) et B(z) de la structure 
presque complexe J relatives a ces coordonnes admettent les developpements asymptotiques 



B(z) = BT ' Z r + Y { Br ' S Z ^ Zs + BT ' S **■*> 

r r,s 

+ Y (B r > s > 1 z r z s z t + B r ^z r z s z t + B r ' s > f z r z s ztj + 0(\z\ 4 ) (7.5) 



r.s.t 



A{ Z ) = i I n + - Y B " ■ BS Z *Zr + ~Y ' B " + B< ' S " ' W + 2B ' ' B " 

2 4 V 

r.s r.s.t 



Z r Z s Zi 



+ l - Y • B r ' s + B ° ■ B r f+2B s,t ■ B r ^j z r z s z t + 0{\z\ 4 ) (7.6) 

r,s,t 

ou B r , B r ' s , B r ' s , B r > s ' 1 , B r < s ' t , B r ' s ' 1 £ M ni „(C) sont des matrices telles que B r ' s soit symetrique 
par rapport aux indices r, s, B r,s,t par rapport a r, s, t, B r,s,t par rapport a r, s, B r ' s,t par rapport 
a s,t et = pour r < I, Bu* = pour r,s < I, B^ = pour r <l, B^' 1 = pour r,s,t < I, 

B^' 1 = pour r,s < I, et B^'f* = pour r < I. De plus si on considere V expression locale de la 
forme de torsion de la structure presque complexe 

tj= Y [Cfc,Cj]; ,1 ®CfcAcr= Y KiC k ^c?®Cr 

l<k<l<n l<k<l<n 

Kr<n 
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oil Q := (d/dzi) 1 ^ 6 £(Tjfj)(JJ x ), I = 1, ...,n est le repere locale du fibre des (1,0) -vecteurs T^fj 
issue des coordonnees (z\,...,z n ) on a I 'expression 

po?/r iem£ k < I. Le jet d'ordre k = 0, 1 de /a forme de torsion de la structure presque complexe 
au point x est nul si et seulement si les coefficients B* t *(z) de la structure presque complexe 
relatifs aux coordonnees en question s'annulent a I'ordre k + 1. 

Les coordonnees precedentes seront appelees coordonnees presque complexes d'ordre 3 au point 
x. 

Preuve de la proposition 17.11 

I) Les changements de coordonnees 

La condition J 2 = —I est exprimee par les conditions locales A 2 = —I n — B ■ B et A ■ B = 
—B ■ A. Le choix fait sur les coordonnees locales implique que relativement a celles-ci on a 
J(0) = Jo, A(0) = il n , B(0) = n . La relation A 2 = —I n — B ■ B implique alors que la matrice 
A admet un developpement asymptotique du type A(z) = il n + 0(\z\ 2 ). Si Z = &(z) est un 
changement de coordonnees alors la matrice de la structure presque complexe 



Mj{Z) ~ { B{Z) A(Z) ) 



par rapport aux nouvelles coordonnees est donne par la formule M. j(Z) = d<& ■ Mj(z) ■ d& . 
De maniere explicite on a alors les formules 

+B S t(Z)^^ + A s t{Z)p.¥0) (7 . 7) 
, v J dZi dz s , v J dZidz s J K ' 



K ( \ ST f A fv\ 9Zt 9Zk I R (V\ dZt 9Zk 



s,t 



Considerons maintenant pour tout entier N > 1 les changements de coordonnees Z = $>n(z) 



v iB 

^k — Zk — / J 



\a+/3\=N+l 
|«|>1 



2a 



1(a) 



ou 1(a) := max{r € {1, ...,n} \ a r ^ 0} et les coefficients B a ^ , \a + j3\ = N seront definis dans 
la suite. On considere aussi les changements inverses 

Zk = z k + y f tt) z?z a + o(\z\ 2N+1 ) 

\ot\>l 
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On definit aussi 

B a - 5 ^ := B?- S ^ - ai ■ 

«i(a) 

pour tout les multi-indices a tels que ai > 1. Avec la convention = max0, on a alors B^f = 
pour tout les multi-indices \a + /3\ = N tels que 1(a) < I. Avec la convention precedente on a en 
particulier B ' 13 = lorsque \(3\ = N. On a les expressions suivantes pour les derivees partielles : 



dzt , ^ „ iB 



J- = s t , l+ V A- M(Q) z™z* + o<\z\ w 

oZi ^-^ la" ^ 



\a+P\=N+\ 
|«|,ft>l 



1(a) 



V a,-— ^ Z^Z Q -^+0(|Z| 2iV ) 



S,K ^ ™ 2a 

|aH-/3|=AT+l 
|a|,/3 s >l 



1(a) 



-g Q -<5i(c«)./3 

^ as . *■*(*) z Pz a - s ° + o(|z| 27V ; 



9z s ^— ' 2a;/-„i 

|a+/3|=7V+l \ / 

a s >l 

Nous allons montrer maintenant a l'aide d'une recurrence sur iV, l'existence de coordonnees pour 
lesquelles les matrices A(z) et B(z) admettent les developpements asymptotiques l|7.2|l et (|7.3JI 
avec les conditions sur les coefficients B^f expliquees dans l'enonce du lemme. On commence 
par effectuer le changement de coordonnees Z = &i(z) ou les matrices B a, @ , \a + /3| = 1 qui 
apparaissent dans la definition de tel changement sont celles du developpement : 

B(z)= B afi z a z p + 0{\z\ 2 ) 

\a+/3\=l 

(rappelons que -B(O) = n ). En substituant les expressions des derivees partielles relatives au 
changement de coordonnees Z = <&i(z) et en tenant compte des developpements asymptotiques 
des matrices A(z) et B(z) obtenues precedemment dans les expressions ()7.7jl . (|T. B|) on aura, 
relativement aux nouvelles coordonnees, les developpements asymptotiques suivants : 

A k ,i(z) = A ^ z )wt^r + ° (|z|2) = 1 5k ' 1 + ° (|z|2) 

s,t 1 s 

= - Z^Z? + B Kl (Z) + 0(\Z\ 2 ) = 

\a+P\=2 
a t >l 



B^-jW z a ~ Sl Z p + 0{\Z\ 2 ) 



|a+/3|=2 
a t >l 
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Pour simplifler les notations dans les calculs qui suivront on va noter a partir de maintenant A a la 
place de A, B a la place de B et z a la place de Z . Avec ces notations on a alors que la matrice B(z) 
peut etre ecrite sous la forme asymptotique 1)7.3)1 avec N = 1 et les conditions correspondantes 
sur les coefficients B^f. La relation A 2 = —I n — B ■ B entraine alors que la matrice A(z) 
admet le developpement asymptotique l)7.2p avec N = 2. Supposons maintenant qu'il existe des 
coordonnees telles que la matrice B(z) admette le developpement 1)7.3)1 relativement a l'entier 
N — 1, N > 2. On peut alors ecrire le developpement asymptotique suivant : 

B(z)= B a ^ z a z p + B a >P z a z? + 0{\z\ N+l ) 

\a+p\<N-l \ a +(5\=N 
|a|>l 

relativement aux coordonnees en question, ou B^f = pour I > 1(a), \a + j3\ < N — 1, \a\ > 1. 
L'expression precedente de B(z) combinee avec la relation A 2 = —I n — B ■ B implique que la 
matrice A(z) s'ecrit sous la forme 1)7.2)1 . On considere maintenant le changement de coordon- 
nees Z = &n{z) ou les matrices B a ^ , \a + f3\ = N qui apparaissent dans la definition de tel 
changement sont celles qui apparaissent dans l'expression asymptotique precedente de B(z). 
Par rapport aux nouvelles coordonnees les matrices A(z) et B(z) admettent les developpements 
asymptotiques suivants : 

a KI {z) = y: a*az)wit + ° mN+1) = 

= iS k>l + Z - }2 Atfz«Z? + 0(\Z\ N ^), 

\a+P\<N 
|a|,l/9|>l 

= _ ^ ar J^ Z^Z? + B Kl {Z) + 0(\Z\ N+l ) = 

|a+/3|=Ar+l a '( Q ) 
a t >l 



= Yl B kf za Z P + }Z B%J Sl ' P Z a - 5l Z? + 0(\Z\ N+1 ). 

\a+/3\<N~l \a+(3\=N+l 
\a\>l Q;>1 

De la meme fagon que precedemment, on va noter a partir de maintenant A a la place de A, 
B a la place de B et z a la place de Z. Avec ces notations on obtient en conclusion que les 
matrices A[z) et B[z) peuvent etre ecrites sous les formes asymptotiques 1)7.2)1 et 1)7.3)1 . avec les 
conditions correspondantes sur les coefficients B^f. 

II) Preuve de la formule l)7.4p 

On montre maintenant la formule 1)7.4)1 a l'aide d'une recurrence sur N > 2. Pour simplifler les 
notations dans les calculs qui suivront on utilisera les conventions A a >° = A°'@ = 0. En tenant 
compte des expressions 1)7.2)1 et (|7.3|) pour 2 < A < 3 on peut ecrire la relation A 2 = —I n — B ■ B 
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sous la forme 



-I n - Y A 01 ' 13 z a zP + 0(\z\ N+1 ) = 

\a+/3\<N 

= - J ™- E ( E B X -B^)z a ^ + 0(\z\ N+x ), 

\a+8\<N fJ.+p=a 



(rappelons qu'on utilise la convention B 0, P = 0). On a alors 



A a > p = Y B -B™ 

p,+p=a 

pour 2 < \a + (5\ < 3, qui n'est rien d'autre que la formule (|7.4|) dans les cas particuliers en 
consideration. Nous supposons maintenant avoir montre la formule (|7.4|) pour 2 < \a + (3\ < N. 
Comme precedemment la relation A 2 = —I n — B ■ B s'ecrit, a l'aide des expressions l|7.2p et (|7.3|) 
pour N + 1, sous la forme : 

_/ n _ A^z^z?- 1 - Yl ( E A x -A^z a zl 3 + 0(\z\ N+2 ) = 

\a+/3\<N+l \a+/3\<N+l \+p=a 

P+~/=f3 



= -I n - Y ( E B X .B^z a z l3 + 0(\z\ N+2 ) 

\a+3\<N+l p+p=a 
A+ 7 =/3 

Cette identite implique que pour tout a, /?, \a + /3| = N + 1 on a : 

A a ^= ^ #-5^ -I A x -A p '" / . 

p,+p=a X+p=a 
A+7=/3 M+7=/3 

En rappelant la convention A '^ = A a, ° = on a que les termes non nuls de la derniere somme 
sont les termes relatifs aux multi-indices |A + /z|, \p + 7I < N. En utilisant l'hypothese recursive 
relativement a l'expression (|7.4|) on peut ecrire l'expression precedente de la matrice A a,/3 sous 
la forme ; 

A a ^ = Y B X B p ^- 

p,+p=a 
A+ 7 =/3 

-- Y E (-4)-( fc i+ fc 2-2) |~J B Kl4lri B pr f^ r i Y\ B Xr2 ^ r2 B pr -2'~' r 2. 

l<fci<[|A+At|/2] Eri=i (^n+Tn)^ 
l<fc 2 <[|p+ 7 |/2] £*2 =1 (p r2+Atr2 )=p 

Era = l ( A r 2 +7r 2 )=7 

En analysant l'ensemble des indices qui apparaissent sous les sommes precedentes on s'apergoit 
de la validite de l'expression (|T.4|) relativement aux multi-indices a, (3 en consideration. □ 
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Preuve du corollaire 17.31 

Le repere local £fc = (d/dzk)y°, k = 1, ...,n s'ecrit sous la forme 

13 !r^/ d d 

2 azfc 2 ' \ az r az r 

P,h,t,j t 

ou jet 2 B t j(z) designe le jet d'ordre 2 du coefficient B t i de la structure presque complexe J par 
rapport aux coordonnees en question. On deduit alors facilement l'expression suivante pour le 
crochet 

G] = ^£ + £ - B rD *V + *!S h] } ^ ~ \ £ + °(l^ 2 )- 

r p r pr,j r 

En tenant compte de l'expression de la structure presque complexe a l'ordre un 

a " 2 



J W = * E ( dZk ® - d ^ ® Jr) + E ( b m z p ^ ® + 5 m ^ ^ ® ^) + °(l 

k k,l,p 

on obtient l'expression 



z\ 



r p r pr,j r 

On deduit alors l'expression 

ic*. = \ E K + E - <£) ^ + *!S } w - 1 E **£r + 0(|z|2) - 

r p r pr,j r 

En tenant compte de l'expression 



s,p 

on deduit l'expression voulue pour les coefficients iV* ^ de la forme de torsion de la structure 
presque complexe. Ces coefficients s'annulent a l'ordre k = 0, 1 si et seulement si les coeffi- 
cients B* ; *(z) de la structure presque complexe s'annulent a l'ordre k + 1. En effet supposons 
que Tr ,l,s := B l ^ s k — B^f soit nul pour tout les indices k,l,s,r. Si k ou I est le maximum de 

l'ensemble {k, I, s} alors on a immediatement B l ^ s k = B^f = 0. Sinon, s = max{£;, I, s} et done 
T k,s,l = = = Q n 

Le calcul fait dans la preuve du corollaire 17.31 montre que M* = 0(\z\ 2 ). Une consequence 
immediate des formules (|T. T|) et (|7.8|) est le corollaire suivant. 

Corollaire 7.4 Soient (z\,...,z n ) des coordonnees presque complexes a l'ordre N > 1 en un 
point x et soit = + ^| a |=Ar+i C^z a un changement de coordonnees holomorphe. Alors 
les coordonnees (Z±, Z n ) sont presque complexes a l'ordre N en x et les coefficients B*' t t du 
jet d'ordre N de la structure presque complexe par rapport aux nouvelles coordonnees sont les 
memes que les coefficients relatifs aux coordonnees (zi,...,z n ). 
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8 Expression asymptotique normale a l'ordre un d'une connexion 
de Chern sur le fibre tangent 

Le lemme suivant est necessaire pour le calcul asymptotique du not geodesique induit par 
une connexion de Chern sur le fibre tangent. L 'expression asymptotique du not de Chern est 
utile pour une technique de regularisation globale des (1, l)-courants positifs du type idjdjU sur 
les varietes presque complexes (voir le chapitre trois pour plus de details). Ce lemme et celui 
qui suivra montrent de fagon optimale combien on est loin du cas Kahlerien, oil on dispose de 
coordonnees geodesiques complexes centrees en un point. 

Lemme 8.0.1 Soit (X,J) une variete presque complexe, w G £(A 1 J ' 1 T X )(X) une metrique her- 
mitienne et soient (zi,...,z n ) des coordonnees presque complexes d'ordre N > 2 en un point x 
telles que le repere normal (Cfc + Ck)k G £(Tx){U x ), Ck = {d/dzk) l j° soit u>(x)-orthonorme. La 
metrique u> s 'ecrit alors sous la forme 



CO 



r,m "■'J 



Lm 



Lrn 



j,k,r 
1 

4 



dzi A dz m 

- Y i e h B l,m(z) dzi A dz m - }et 2 B l)7n (z) dz x A dz m + 0(\zf), 



•1) 



ou 



5l,m + Y ( H lm Z P + H m,l Zp) + Y { H l£ Z P* h + ^5 z pZ h + Hf£ Z p Z h j + 0(| 



hl tT) 

P P,h 

et ]et 2 B^ m designe le jet d'ordre 2 du coefficient Bi >m de la structure presque complexe J par 
rapport aux coordonnees en question. Pour tous champs de vecteurs reels rj = ( 7 7fcJ^ +%af^) 
G £(Tx)(U x ) on a V expression asymptotique de la derivee de Chern 



D 1'i = Y [ dr ik + Y { E *> 1 ^~\^ d i et 2B k ,i ) m 



P h 

Les coefficients sont donnees par les formules 
gp,h _ 



dz P + Y ( s kt Zh + s kt z ^ dz p 

p.h 



1 Y ^ B k,P 



B k,j) B j,l > 
1 j-,h,k ( „« i- 



Sit = 2 < - Xp" - E [ H h H l* + o*H B i 



Sl'i 



^ B k,p ~ nY H l,k B j,P> 



sii = -cif{v)-\Y B U BP 3 p 



oil Cf'f (0) sont les coefficients de la courbure de Ch 



em 



CUTx,j)= Y C 3 m k i(0)dz 3 Adz k 0d Zl 

j,k,m,l 

au point x. lis sont donnes par la formule 



d 



+ 0(\z\). 



-H j ' k + 



\ Y [«r + (<r " + ( B l ~ B lj) B l 



(8.2) 
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Preuve 



On deduit facilement d'apres la preuve du corollaire 17.31 l'expression asymptotique a l'ordre deux 
du repere e t du repere dual (Q)i- On a les expressions asymptotiques suivantes. 



& = £ + \ £ K"» - \ £ j-a. w £ + o<i--i 3 ) 

C = dz, jet 2J B M (z)^ + 0(|z| 3 ). 



J.3) 



(8.4) 



En tenant compte de cette derniere expression on deduit que la metrique u = | m hi tTn Q A Cm 
s'ecrit sous la forme (|8.1j) . On calcule maintenant les expressions asymptotiques des coefficients 
U* , dermis dans la section 1, relativement au repere Ci = {d/dzi) 1 ^ , I = 1, ...,n. Pour tout indice 
h h 



dz r 



U.h z l 



En tenant compte de l'expression de la structure presque complexe a l'ordre un 
J(z)=iJ2 \ dzk ® ~ dzk ® Qf) + Y,\ B k,i z P dz i®^ k + ^k,ih d ^®-Q^ k )+°{\ z \ 

k k,l,v 



on obtient l'expression 



J[Ck, Ch]=^2 [ - 2 B rJi z l + ( B r,ft - B r,j) B j,k z l 

T / f' 



3Zr 



On a alors 



[Ck, Ch] j° = E [4 E ~ B r,j) B j,k Z l + 2 

r,l j 



I-=ii _ 



En tenant compte de l'expression asymptotique a l'ordre un du repere (Cfc)fc on deduit l'expression 



U k,h( z ) = E [4 E ^Ift ~~ B r,j) B j,k z l + 2 B rJi z l 
I 3 



+ o(N 2 ), 



(8.5) 



qui nous donne l'expression normale asymptotique a l'ordre un de la forme de connexion A'^ 
relative au repere normal Cfc = {d/dzk) l f ■ Nous calculons maintenant l'expression asymptotique 
a l'ordre un de la forme de connexion A'^ a l'aide de l'expression precedente de la forme A". La 
matrice inverse H^ 1 = (h r,k ) admet le developpement asymptotique suivant. 

,|2> 



h r > k = 6 r , k - £ {H 3 r, k z i + H{r z i) + °(M 2 )- 
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En utilisant l'expression de la forme A'^ obtenue dans la preuve du theoreme 15.11 on deduit 
l'expression 

(4) fci , = E h r >%h r + Y,U l k , p dz p + 0(\z\ 2 ), 

r p 

avec dj\ r = Y^ p (Cp -hi, r )Q, ou 

( p .h t ,r = Hi + £ [(2Hj* - 1 £ B^B*,) z h + fig? * fc ] + o(M 2 ). 

ft, t 

En utilisant l'expression du jet d'ordre un du repere (C P )p on obtient l'expression 

djhl ,r = E {K + E [( 2 < - 1 E + < } ^ 

p ft i 

On deduit alors l'expression asymptotique a l'ordre un de la forme de connexion de Chern 
A C = A' ( + Al 

a c = djhit - e HfAKk z 3 + H{,r %) + E (fit* dz P - u t dz P )- 

P,r,j V 

La matrice de la forme de connexion de l'extension : £{Tx <8> K C) — > £(T X <8> H (Tx <8> R C)) de 
la connexion de Chern au complexifie du fibre tangent Tx <S> K C par rapport au repere Ck)k 
est 

A, 



A C On 
On A ( 



On doit maintenant calculer la matrice A z de la forme de connexion de l'extension de la con- 
nexion de Chern par rapport au repere (gf-, gf~)it du complexifie du fibre tangent Tx ® R C. La 
formule (jEHJ) nous donne l'expression asymptotique de la matrice g 1 du changement de repere 
(Cfcj Cfc)fc = ( 75^— , ^-)fe ■ Les expressions asymptotiques a l'ordre deux des matrices g et g _1 
sont les suivantes 




T ijet 2 B 

o(M 3 ), ff- 1 = I |+o(N 3 ), 

-§jet 2 £ T 

ou T^ i = dj.j + ^J2 P hj H'k jB p - l z p Zh- La matrice de la forme de connexion qu'on cherche est 
donnee par la formule A z = g~ 1 (dg + A^ g). On a alors les expressions asymptotiques 




E -|djet 2 J3 

A z = g~ L \ \+0(\z\ 3 )=\ \+0(\zn 

%djet 2 B E 

ce qui nous donne l'expression voulue de la connexion de Chern. Le fait que le repere (Cfc + Cfc)fe £ 
£(Tx)(U) soit w(x)-orthonorme en x entraine qu'on dispose de l'egalite l12.Mll au point x. On en 
deduit done la formule 

C m ,i( x ) = [pj d j h l,m ~ E d,A,m A djhij + dj(A") m ,i - dj(A'{)i tm \(x). 
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pour les coefficients de l'expression locale l|6.7p du tenseur cle courbure de Chern du fibre tangent. 
On a l'expression 

BjdjH = ~Y.-^f k (0 - H ) dz 'J A + 0{\z\) 
avec (j .H = Yl p (2# j ' p z p + W'P z p ) + 0(|z| 2 ). On deduit alors l'expression 

BjdjH = Y1 Hj,h dz i A dz ~* + °(I Z D- 

3,k 



On a aussi l'expression 

dz 



d J A C = E ^7 dz i A d ^ + °( 



En rappelant l'expression normale asymptotique (|8.5|1 de la forme de connexion A" par rapport 
au repere normal (Cfc)fc ° n deduit l'expression 

dj(A'l) m ,i = \Y, (B k m ,r ~ K^Kl dz 3 A dz k + 0(\z\). 

j,k,r 

En combinant les expressions ainsi obtenues on obtient l'expression (|8,2|) pour les coefficients 
Cj^*(a;) de la courbure au point cc. □ 

8.1 Le cas d'une metrique symplectique sur une variete presque complexe 

Dans le cas oil la variete presque complexe admet une metrique symplectique, certains des 
coefficients du lemme precedent se simplifient. On a le lemme suivant. 

Lemme 8.1.1 Soit (X,J) une variete presque complexe admettant une metrique symplectique 
lo € £ (Ay Tjp)(X). Pour tout point x onpeut choisir des coordonnees presque complexes (z±, z n ) 
d'ordre N > 2 en x telles que 

U = ^^dz l f\dz l + l - ^ \_ H l'X Z 3 Z k + ^m,l Z 3 Z k + (Hl'X + B r,l^m) Z 3 Z k dz t A dz m 

I l,m,j,k T 

-- ^2 jeh B i,m(z) dzi A dz m -jYl l et 2 B l,m( z ) dz l A dz ™ + 0{\z\ 3 ). 

l,m l,m 

Quels que soient les coordonnees presque complexes (z±, z n ) d'ordre N > 2 en x pour lesquelles 
la metrique u s'ecrit sous la forme precedente on a l'expression suivante pour le tenseur de 
courbure de Chern. 

CjT x ,j) = C mA°) dz 3 A dz k ® dzi ® Jo + 0{\z\) 

j,k,m,l 



avec 



Ct k M = -Hi* + ± £ [(<r - B r m , k )Bl i + (B( r - Bfj)B 



k 
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Contrairement au cas Kahlerien, (voir |B-D-I-P| ) on ne peut pas eliminer les termes H^' ZjZ^ et 

ZjZk- L'obstruction derive des termes d'ordre un du jet de la torsion de la structure presque 
complexe. 

Preuve 

Soient (z\, z n ) des coordonnees presque complexes d'ordre un au point x et (Cfc + Cfc)fc G 
£(Tx)(U), Cfc = (d/dzkYj' un repere w(x)-orthonorme. En considerant l'expression du jet d'or- 
dre un du repere (Cfc)fc ° n obtient l'expression locale suivante de la metrique 

UJ = dzi A dzi + ^ ^ (Hf, m Z P + H ™,1 h) dz l A dz m 

I l,m,p 

-7 B^ m z p dzi A dz m - - ^2 B lm, P Zp d zi A dz m + 0(|z| 2 ). 

l,m,p l,m 

Le fait que la metrique u soit symplectique implique l'egalite Hf m = H l pm . En effectuant le 
changement de variables 

Z m = Z m + - Hf m ZpZi 

p,l 

on obtient, d'apres le corollaire I7.4| des coordonnees presque complexes (Zi, Z n ) a l'ordre 
un en x avec les memes coefficients 5*'* du jet d'ordre un de la structure presque complexe. 
L'expression de la metrique par rapport aux nouvelles coordonnees est 

u= l -Y,dZ l hdZ l -- A Y J B[ m Z P dZi AdZ m -±Y, Km, P Z P dZ x A dZ m + 0(\Z\ 2 ). 

I l,m,p l,m 

A partir des coordonnees ainsi obtenues on peut construire (d'apres la preuve de la proposition 
17, lj) des coordonnees presque complexes d'ordre N > 2 en x tout en conservant les coefficients 
.B*'* du jet d'ordre un de J. En tenant compte de l'expression (|8.4|) du jet d'ordre deux du repere 
(Ofc P ar rapport aux coordonnees en question on deduit facilement que la metrique u s'ecrit 
sous la forme donnee dans l'enonce du lemme. □ 

8.2 Expression asymptotique normale du flot geodesique d'une connexion de 
Chern sur le fibre tangent 

On rappelle que par definition exp z (v) := 7(f), oil 7 : [0, f] — ► X est la courbe geodesique 
solution de l'equation differentielle ordinaire (7*1)^)7 = 0, 7 := dj/dt € £(7*Tx)((0, 1]) avec 
les conditions initiates 7(0) = z et 7(0) = v. Le resultat suivant est une generalisation dans le 
cas presque complexe non integrable d'un calcul fait par Demailly dans |Dem-2j . 

Theoreme 8.1 Soit (X,J) une variete presque complexe, u € £(Ay l T x )(X) une metrique 
hermitienne et soient (zi, ■■■,z n ) des coordonnees presque complexes d'ordre N > 2 en un point 
x telles que le repere normal + Ck)k £ £{Tx){U x ), Cfc = {d/dzk) 1 ^ soit uj{x)-orthonorme. Le 
flot geodesique exp : hi C Tx — ► X induit par la connexion de Chern du fibre tangent 

Dj : £(T X>J ) — S{T* X ® R T x ,j) 
associe a la metrique u, (ici hi C Tx designe un voisinage ouvert de la section nulle), admet 
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V expression asymptotique suivante au point (x,0) E Tx,x '■ 

exp z (v) k = z k + v k - - [(S p k f z h + S p f z h ^j v p vi + (s p f z h + Sff z h 



l,p,h 



v p vi + 0(\v\ 2 (\z\ 2 + \v\)) 



p,l h 

°uv = J2k (^afr+^afe) € T x,z, Slf ■= IH'ij' - - § Ej Hk,l B j,p et les autres coefficients 

S k ', sont donnes dans Venonce du lemme Ui.O. li 

Preuve. Par rapport aux coordonnees presque complexes en question nous considerons les ecri- 
tures 7(i) = (71(f), ...,7n(f)) et 



On pose par definition 7^ := d 2 jk/dt 2 . On deduit d'apres le lemme 18.0.11 que l'equation differen- 
tielle ordinaire (7*1)^)7 = s'ecrit sous la forme 



7fc (i) + E [^| 7(t) (7W)-7/(i)-^jet 2J B M | 7(t) ( 7 (0)-^W] + 0(| T (i) | 2 ) | 2 = 0. (8.6) 



Les conditions initiales 7(0) = z et 7(0) = v donnent l'expression asymptotique 7fe(i) = Zk + 
tvk + 0(t 2 \v\ 2 ). On remarque que si Tj(x) = alors le terme d'erreur est (9(t 2 |z| \v | 2 ). En 
remplagant l'expression precedente dans l'equation (|8.fi|) et en remarquant qu'on peut toujours 
supposer la condition Hf k = —H p k on obtient l'expression asymptotique suivante pour les 
derivees deuxiemes de la courbe 7 : 



Ik 



it) = - J2 [(S p k f z h + S p f z^jvpvi + (Sf;f z h + S p f z^v p vi 



l,p,h 



+\ E + E ( 5 m + 2B m ^)] + °(m 2 (n 2 + M))(*) 



Si T 7 (x) = alors le calcul peut etre effectue avec plus de precision car les termes n k l sont nuls 
dans ce cas. Le terme d'erreur serait alors 0(\v | 2 (|-2;| 2 + \v \) 2 )(t). En integrant deux fois de suite 
l'expression precedente on obtient l'expression asymptotique 



Ik 



(t) = z k + tv k - — Y [(S p f z h + S p f z^vpvi + (S%f z h + Si'} z h 



\,p,h 



+t E + E (*E? + *)] ^ + o{\v\ 2 {\ z \ 2 + i«i))(t) 



qui permet de conclure la preuve du theoreme. 



□ 
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